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Introduction 


Une présentation de l’ensemble des entiers naturels utilisant soit l’axiomatique 
ordinale, soit les axiomes de Peano. Suivant la présentation adoptée, le principe 
de récurrence peut être considéré comme un axiome ou bien comme un résul- 
tat. Voici un petit exposé qui devrait fixer les idées pour un candidat aux 
concours. 


1 Axiomatique ordinale. 


Définition 1 Un ensemble E est dit bien ordonné s’il est muni d’une relation d’ordre < 
telle que toute partie non vide de E possède un plus petit élément. 


Si E est bien ordonné, toute paire {a,b} de E possède un plus petit élément et la relation 
d'ordre < est totale. 

On admet l’existence d’un ensemble N non vide qui vérifie les axiomes suivants : 

(A1) N est bien ordonné, 

(A2) N n'est pas majoré, 

(A3) Toute partie non vide majorée de N possède un plus grand élément. 

Le théorème 4 montrera que ces trois axiomes définissent un seul ensemble à isomorphisme 
d’ensembles ordonnés près, ce qui permet d’en choisir un, de le noter N et de l’appeler 
l’ensemble des entiers naturels. On note 0 le plus petit élément de N. 

Sin € N l’ensemble {k € N/n < k} n’est pas vide (sinon N serait majoré) donc possède un 
plus petit élément que l’on notera n* et que l’on appelera le successeur de n. On constate 
que n <n* et ]n,n*[= Ÿ. 

Sin € N* = N\{0}, l’ensemble {k€ N/k < n} n’est pas vide (car contient 0) et ma- 
joré par n, donc admet un plus grand élément que l’on notera n, et que l’on appelle le 
prédécesseur de n. On constate que n, < n et ]n,,n[- f. 
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Théorème 1 L'application 


qui à tout n associe son successeur, est bijective d’inverse 71 (Ri =: 


Preuve : Il faut montrer que (n4)° = (n*), = n pour tout entier n où l’écriture à un sens. 
Vérifions seulement que (n,)* = n. Par définition, (n,)* est le successeur de n,. Ce sera 
n puisque : 
- nx <n (par définition de n,), 
- sin; < k alors n < k (dans le cas contraire on aurait k < n, en contrediction avec 
In+,n[= 0). 
Remarques : 1) La définition du successeur de n permet d’écrire 

EME CM 


2) N* vérifie aussi les axiomes (A1), (A2), (43). 


2 Principe de récurrence 


Théorème 2 Soit ECN. S0€E et si l’implication 
neE=nezE 
est vraie, alors E = N. 


Preuve : On raisonne par l’absurde en supposant Æ Æ N. Dans ce cas le complémentaire 
CE de E dans N n’est pas vide, donc possède un plus petit élément que nous noterons 
m. Comme 0 € E, m n’est pas nul et possède un prédécesseur n qui appartient à E. 
L'hypothèse entraine alors n* = m € FE, ce qui est absurde. # 


Remarque : Le principe de récurrence est habituellement énonçé en introduisant une 
propriété P (n) concernant l’entier n et dont on veut prouver la validité pour tous les 
n € N. Il s’énonce alors ainsi : ”si P (0) est vraie et si P (n) est héréditaire (i.e. P (n) 
vraie entraine P (n +1) vraie), alors P (n) est vraie pout tout n”. Cela ne doit pas nous 
leurrer : il s’agit du même principe que le théorème. Pour le voir, on introduit la partie 


E={nNe /Pi{n) vraie} 


ou, réciproquement, la propriété P (n) : ”’n appartient à E”. 


3 Construction de l’addition dans N 


On définit la loi interne + dans N par récurrence en posant 


VnEeN n+0=—n, (1) 
VnEeN n+1=n*= successeur de n, (2) 
VneN VpeN* n+p=[n+(p-1)] +1, (3) 


où p — 1 désigne le prédécesseur de p. 


Théorème 3 La loi + ainsi définie est associative, commutative et tout entier naturel est 
régulier par rapport à cette opération. L’addition est compatible avec la relation d’ordre <. 


Preuve : e Associativité : On montre que (n + p)+q=n+(p+q) par récurrence sur q, 
n et p étant fixés. (n + p) +0 = n + (p +0) est triviale d’après (1). Au rang q +1, 


(n+p)+(g+1) =[(n+p)+q+1 d’après (3) 
=[n+(p+q)]+1 par hypothèse récurrente 
n+[(p+q)+1] d’après (3) 
=n+[p+(qg+1)] d’après (3) 


et la récurrence aboutit. 


e Commutativité : Si n est fixé, vérifions que n + p = p + n pour tout p par récurrence 
sur p. On montre d’abord que n +0 =0+n=n pour tout n € N. Seule 0 + n = n est à 
prouver par récurrence sur n. L'égalité 0 +0 = 0 est vraie d’après (1), puis au rang n +1, 


0O+(n+1)=0+n+1=n+1 


achève le raisonnement. 
On montre ensuite que n + 1 = 1 +n pour tout n. En effet, 0 + 1 = 1 +0 = 1 par 
construction, et si la propriété est vraie au rang n, l’associativité permet d’écrire 


(n+1)+1=(1+n)+1=1+(n+1). 
Cela étant, si n + p = p + n, alors grâce à l’associativité, 


n+(p+1) =(n+p)+1={(p+n)+1 
=p+(n+1l)=p+(l+n)=(p+1) +n. 


e Régularité : Il faut prouver que 
VRLUEN TEEN Ty: 


On procède par récurrence sur n. On à bien x +0 = y +0 = x = y d’après (1). Au rang 
n + 1, compte tenu de (3) et du caractère bijectif de s, 


z+(n+l)=y+(n+1)= (r+n)+1={(y+tn)+1=r+tn=y+n 


d’où x = y en appliquant l'hypothèse récurrente. 
e Compatibilité avec < : Il faut prouver que 


VpeN n<m—=n+p<m+p. 


Si p = 0, c’est trivial. Montrons donc que n < m = n + p < m + p par récurrence sur p 
pour n et m fixés. Par hypothèse, n < m entraine n + 1 < m < m + 1 d’où la propriété 
démontrée au rang 1. Si l'implication est vraie au rang p, alors 


n+(p+l)=(n+p)+1<(m+p)+1=m+(p+1).n 


Remarque : La loi + possède maintenant toutes les propriétés nécessaires pour être 
symétrisée, et la construction de Z devient possible. 


Théorème 4 L'ensemble N défini par les axiomes (A1) à (A3) est unique à isomorphisme 
d’ensembles ordonnés (i.e. bijection croissante) près. 


Preuve : Si ( ; <) est un autre ensemble ordonné vérifiant les axiomes (A1) à (A3), on 


vérifie sans peine que l'application £ : N — N définie par récurrence en posant € (0) =0 et 
£(n +1) =£(n) +1 est une bijection croissante. m 


4 Construction de la multiplication dans N 


On définit la loi interne x (encore notée .) dans N par 


VneN n0—0 (on dit que 0 est un élément absorbant), 
VnEeN nl=n, 
VneN VpeN* np=fn.(p-1)| +n. 


Théorème 5 . 

1) La loi X ainsi définie est associative, commutative et distributive par rapport à l’addition. 
2) Tout entier naturel non nul est régulier pour la loi X. 

3) La multiplication X est compatible avec la relation d'ordre <. 


Preuve : On vérifie d’abord par récurrence que 
VnEN On=0etVneN In=n. 
Ces propriétés sont vraies pour n = 0. Si elles sont vraies jusqu’au rang n, on à 
O.(n+1)=0n+0=0 et L(n+1)=ln+1l=n+l1. 


1) e Commutativité : Notons que l’on à toujours np = pn si n = 0 ou p — 0 d’après ce qui 
précède. Montrons que np = pn par récurrence sur n + p = r. Sir = 0 ou 1, n ou p est 
nul et l’assertion est triviale. Au rang r +1, et si n +p = r +1 avec n,p € N*, on écrit 


{ np=n(p-1)+n={(p-1l)n+n={(p-1)(n-1)+(p-1)+n 
pn=p(n-1)+p=(n-1)p+p=(n-1)(p-1)+(n—1)+p 


(où p—1 = p, représente le prédécesseur de p) de sorte que l'égalité entre ces deux quantités 
provienne de l’égalité 


@—1)+n=(n-1)+p 
facile à démontrer étant données les propriétés de la loi + : 
tre [b=LDEmDELE | 140 Del 1) F9. 


e Distributivité : On montre que n (p + q) = np+nq par récurrence sur r =n+p+q. La 
formule est triviale si r = 0. Au rang r +1, la formule est triviale si l’un des entiers n, p, q 
est nul. Dans le cas contraire, l'hypothèse récurrente appliquée deux fois entraine 


n(p+g) =n(p+(g—-1))+n=np+n(g—-1)+n 
= np +n{(q — 1) +1] = np + na. 


e Associativité : On n (pq) = (np) q dès que n + p + q = r vaut 0 ou 1. Au rang r +1, on 
peut déjà dire que l'égalité est triviale lorsque l’un des entiers n, p, q est nul. Dans le cas 
contraire, 


n (pq) = (pa)n = (pq) (n — 1) + pa. 
Comme 
pa=p(a-1)+p=(g-1)p+p=(a-1)(p-1)+(a-1)+p 
on déduit en utilisant la distributivité, la commutativité et la définition du produit, 


n(pg) =(g—-1)(p-1)(n—-1)+(9-1)(n—-1)+p(n—1) 
( 


She De Lee DEL PT) 


Cette expression est symétrique en n,p,q, et donc n(pq) = (np)q. La récurrence est 
achevée. 


2) Tout élément non nul est régulier pour X, i.e. 
VGA TEEN XNXN ny se r=y. (+) 


On fixe n et on fait une récurrence sur x + y = N. Si x + y = 0, alors x = y = 0 et (x) 
est triviale. Si x +y = 1, (x, y) sera égal soit à (1,0), soit à (0,1) et l’on ne pourra jamais 
avoir æn = yn, ce qui fait que (*) est une implication vraie. 

Supposons maintenant (*) vraie jusqu’au rang x +y = N et considérons x, y € N telq que 
x +y= N +1. De deux choses l’une : 

- Si x = 0 ou y = 0, par exemple x = 0, alors 0 = yn entraine 0 = y par définition du 
produit yn, 

- Sinon 


an=ynen(z-l)+tn=n(y-1l)+n=n(x-1)=n(y-1) 
d’après la régularité de la loi + dans N. Comme (x — 1) + (y —1) < N, l'hypothèse 
récurrente entraine æ — 1 = y — 1, soit x = y. La récurrence aboutit. 
3) Compatibilité < et de x : montrons que 
Vn,r yEN x<y— an <yn 
par récurrence sur n. C’est trivial pour n = 0 ou 1. Si c’est vrai au rang n, alors 


z<yæ an <yn>z(in+l)=xn+x<yn+y=y(n+l) 


par compatibilité de la relation < et de la loi +. 1m 


Remarque : N est archimédien. Cela signifie que pour tout a € N et pour tout b € N* 
il existe n € N tel que a < nb. Cette propriété est triviale pour n = a si l’on utilise la 
compatibilité de x et <. 


5 Axiomes de Peano 


Les axiomes (Al), (A2), (A3) constituent l’axiomatique ordinale de N. On aurait pû 
choisir un système d’axiomes équivalents, par exemple les axiomes de Peano (Giuseppe 
Peano, 1858-1932, était un logicien et mathématicien italien. C’est Dedekind, 1831-1916, 
qui le premier formula ces axiomes en 1888) : 

Il existe un ensemble N non vide qui vérifie les axiomes suivants : 


(B1) Il existe une injection s : N — N, 
(B2) Il existe un élément de N, noté 0, n’appartenant pas à Ims, 
(B3) Si la partie E de N contient 0 et vérifie 


neE=s(n)eE 


alors E = N. (axiome de récurrence) 


Il est facile de voir que cette axiomatique n’est pas redondante, autrement dit qu'aucun des 
axiomes ne peut se déduire des deux autres. Prenons par exemple l’ensemble = = {0,1} 
et posons s (0) = 1. Alors 

- si s(1) = 0, (&,s) vérifie (B1) et (B3) mais non (B2), 

- si s(1) = 1, (&,s) vérifie (B2) et (B3) mais non (B1), 

- (N,s) avec s(n e = 2" vérifie (B1) et (B2) mais non (B3). 


Notons (A) l’axiomatique ordinale et (B) l’axiomatique de Peano. On vérifie maintenant 
que les deux systèmes d’axiomes définissent le même ensemble N à isomorphisme près : 


Théorème 6 Les ariomatiques (A) et (B) sont équivalentes. 


Preuve : On a déjà démontré au début de ce chapitre que les axiomes (A) entrainaient 
les axiomes (B). Montrons maintenant la réciproque. Supposons que N vérifie les axiomes 
(B). On peut alors définir l’addition et la multiplication dans N comme aux paragraphes 
3 et 4, et constater qu'elles vérifient les propriétés usuelles ( associativité, commutativité, 
régularité, élément neutre). On définit alors la relation d’ordre < par 


n<peixeEeN n+x=p 


et il est facile de voir que < est compatible avec les lois + et x. 
On a alors 


p<nSp+il<n 
puisque 
p+l<neé(p+l)+r=nep+(x+l)=nep<n. 


x Montrons (A1) : Si E est une partie non vide de N, soit M l’ensemble des minorants de 
E. M n’est pas vide car 0 € M. De plus il existe p € M tel que p +1 & M (sinon (B3) 
entraine M = N donc E — (}). Alors nécessairement p € E (sinon pour toutne E,p<n 
entraine p + 1 < n, et p + 1 sera un minorant de Æ, absurde). 

Finalement p est le plus petit élément de E. 


x Montrons (A2) : Si m était un majorant de N, alors m + 1 < m. Compte tenu de 
l'identité m < m + 1 cela entrainerait m = m + 1 donc 0 = 1 par régularité, absurde. 


x Montrons (A3) : Soit E un partie non vide et majorée de N. L'ensemble M des majorants 
de E n’est pas vide donc possède un plus petit élément m d’après (A1). Alors me E 
(sinon pour tout n € E, n < m et l’on aura n < m — 1 ce qui est absurde par définition 
de m. On a supposé ici m £ 0 pour pouvoir parler du prédécesseur m — 1 de m, mais 
on remarque que le cas m = 0 est trivial puisqu’entraine Æ = (}) et m est le plus grand 
élément de E. 1m 


